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Усреднением уравнений Эйнштейна по поперечным гравитационным возмущениям во
втором порядке получена замкнутая система двух обыкновенных дифференциальных
уравнений, описывающих макроскопическую космологическую эволюцию изотропной
пространственно плоской Вселенной, заполненной гравитационным излучением. Най-
дено асимптотическое решение линейного эволюционного уравнения для амплитуды
гравитационных возмущений, подстановкой которого в уравнение Эйнштейна, усред-
ненного по гравитационнымвозмущениям, получено одиночное эволюционное нелиней-
ное обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка относительно мак-
роскопического масштабного фактора. Найдено решение эволюционного уравнения
для масштабного фактора в WKB-приближении, которое аналитически описывает
процесс перехода отультрарелятивистского режима космологического расширения на
инфляционный.
Ключевые слова: макроскопические уравнения Эйцнштейна, поперечные грави-
тационные возмущения, эволюционные уравнения, инфляция.
1. Гравитационные возмущения изотропной Вселенной
Впервые гравитационные возмущения однородной изотропной Вселенной были
введены, классифицированы и исследованы в пионерской работе E.M. Lifshitz, 1946
[1] (см., например, известную монографию Л.Д. Ландау и Е.М. Лифшица [2]). В
классических работах R.A. Isaakson, 1968 [3, 4] был изложен подход к построению
макроскопической теории гравитации, основанный на усреднении микроскопи-
ческих (коротковолновых) флуктуации метрики. В ряде работ Автора 1985-1991
(см., например, обзор [5], 2007) разрабатывалась статистическая теория гравита-
ционного взаимодействия, основанная на объединении идей работ R.A. Isaakson и
N.N. Bogolyubov. В частности, в работе [6] эти идеи были реализованы для динами-
ческого вывода кинетического уравнения для фотонов на фоне локально флуктуи-
рующей, но макроскопически однородной и изотропной Вселенной. В настоящей
работе мы реализуем эти идеи для случая макроскопически плоской Вселенной,
описываемой уравнениями Эйнштейна с космологическим членом, предполагая,
что единственным видомматерии в этой Вселенной являются гравитационные вол-
ны,т.е., поперечные бесследовые гравитационные возмущения. Как хорошо извест-
но, в отсутствие этих возмущений Вселенная описывается решением де-Ситтера,
или в синхронной системе координат - инфляционным решением. Поэтому весь-
ма интересным является не только процесс получения замкнутых эволюционных
уравнений, описывающих макроскопическую Вселенную, но и исследование пове-
дения такой динамически обоснованной, макроскопической модели.
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1.1. Усреднение уравнений Эйнштейна
Согласно общему подходу к процедуре получения макроскопических уравнений [5]
представим метрику пространства-времени в виде:
gik = g (0)ik +δgik , δgik ∼ ǫgik (1)
где ǫ≪ 1 и g (0)ik - макроскопическая метрика пространства-времени, полученная с
помощью некоторой операции усреднения:
g (0)ik ≡ gik , (2)
так что:
δgik ≡ 0. (3)
Предполагая операцию усреднения независимой от координат, потребуем также
равными нулю и средние от всех производных возмущений:
∂ jδgik = 0; ∂ j lδgik = 0. (4)
Рассмотрим уравнения Эйнштейна с космологическим членом1:
Gik −λgik = 0, (5)
где Gik =Rik −1/2Rgik - тензор Эйнштейна.
Запишем далее уравнения Эйнштейна с космологическим членом во втором
приближении по гравитационном возмущениям:
G(0)ik +G
(1)
ik +G
(2)
ik =λgik , (6)
гдеG(0)ik =Gikg
(0)
ik ,G
(1)
ik = Lin[Gik(δgik)]∼ ǫG
(0)
ik ,G
(2)
ik = Lin[Gik(δ2gik)]∼ ǫ2G
(0)
ik . и усред-
ним эти уравнения, учитывая соотношения (3), (4): Таким образом, мы получим
макроскопические уравнения Эйнштейна во втором порядке по возмущениям гра-
витационного поля:
G(0)ik =−G
(2)
ik +λg
(0)
ik , (7)
согласно которым поправки второго порядка можно рассматривать как тензор
энергии-импульса гравитационных возмущений2:
Tik =−
1
8π
G(2)ik . (8)
1.2. Поперечные возмущения пространственно плоской изотропной Вселенной
Метрику с монохроматическими поперечными гравитационными возмущениями
пространственно плоской изотропной Вселенной запишем в виде (см., например,
[2]):
ds20 = a2(η)(dη2−dx2−dy2−dz2); (9)
ds2 = ds20+a2(η)hαβdxαdxβ; (10)
hαβ = eαβS(η)einr, (11)
1 В этой статье тензор Риччи определен сверткой тензора кривизны по первому и третьему индек-
сам, сигнатура метрики (−−−+).
2 Это положение является одним из основных положений теории R.A. Isaakson [3, 4]
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где S(η) - амплитуда гравитационных волн. Таким образом,
g (0)ik = a2(η)Diag(−1,−1,−1,+1); (12)
δg4α = 0; δgαβ = a2(η)hαβ. (13)
Далее:
hαβ = hγβg
αγ
0 ≡−
1
a2
hαβ; (14)
h ≡ hαα ≡ gαβ0 hαβ ≡−
1
a2
(h11+h22+h33), (15)
причем для поперечных возмущений:
hαβnα = 0; (16)
h = 0. (17)
Вследствие (17) в линейном по h приближении:
p−g ≈p−g0 = a4. (18)
по всем направлениям волнового вектора n3
1.3. Усреднение возмущений по направлению волнового вектора
Таким образом, будем разлагать в ряд тензор Эйнштейна по малости амплитуды
гравитационных волн S(η). При этом, пользуясь изотропией невозмущенной мет-
рики, удобно ввести локальную систему координат, в которой:
n= n(0,0,1); s= (1,0,0), (19)
где s - единичный вектор поляризации поперечных возмущений. В этой системе
координат
h12 = 0; h11 =−h22 = S(η)einz , (20)
В произвольной декартовой системе координат трехмерного евклидова простран-
ства E3 тензор поляризации eik формулы (15) имеет вид:
eαβ = 2sαsβ+
nαnβ
n2
−δαβ, (21)
s2 = 1; sn= 0, n2 = n2. (22)
Легко проверить, что при этом автоматически выполняется калибровочное условие
(16).
Заметим, что на фоне однородного изотропного пространства операция усред-
нения по направлениям сводится к вычислению интеграла по двумерной сфере ра-
диуса n:
φ(n,r)= 1
4π
∫
φ(n,r)dΩn. (23)
Таким образом, согласно (3), (4) имеем:
hαβ = 0; nγhαβ = 0; . . . (24)
3 Можно было бы также усреднить и по всем длинам волновых векторов, но эта операция не дает
дополнительной информации. О процедуре усреднения и получения макроскопических уравнений
Эйнштейна см. [5, 7].
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1.4. Нулевое приближение
Разлагая тензор Эйнштейна по возмущениямметрики, в нулевомприближении по-
лучим известные выражения:
G(0)11 =G(0)22 =G(0)33 = 2
a′′
a
− a
′2
a2
; (25)
G(0)44 = 3
a′2
a2
. (26)
Таким образом, в нулевом по гравитационным возмущениям приближении мы по-
лучили бы стандартное уравнение Эйнштейна с λ - членом
a′′
a4
= 1
3
λ (27)
и его инфляционное решение:
a =−1
η
√
3
λ
. (28)
1.5. Уравнение для амплитуды гравитационных волн
В линейном по S приближении получим единственные нетривиальные компонен-
ты:
G(1)11 =−G(1)22 ≡ δG =
1
2
einz
[
S′′+2a
′
a
S′+S
(
n2+2a
′2
a2
−4a
′′
a
)]
. (29)
Ковариантно обобщая результат в E3, запишем:
G(1)
αβ
= (δαβ−2sαsβ)δG. (30)
Подставляя выражение (29) в уравнения Эйнштейна (5), получим уравнение для
амплитуды поперечных возмущений:
S′′+2a
′
a
S′+S
(
n2+2a
′2
a2
−4a
′′
a
+λa2
)
= 0. (31)
Это уравнение с учетом соотношений (25) можно записать в более простом виде:
S′′+ 2
η
S′+ (n2−2G(0)11 +λa2)S = 0. (32)
В частности, при подстановке сюда инфляционного решения нулевого приближе-
ния уравнений Эйнштейна (28) уравнение (32) сводится к следующему:
S′′−2S
′
η
+S
(
n2− 3
λη2
)
= 0, (33)
которое имеет своим решением:
S =C1η3/2Jµ(nη)+C1η3/2Yµ(nη), (34)
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µ=
p
3
2
p
3+4/λ. (35)
В частности, вблизи космологической сингулярности нулевого приближения η →
−∞, стало быть, и |nη| →∞ уравнение (32) сводится к уравнению колебаний:
S′′+n2S = 0, (36)
имеющему своим решением обычные ВКБ-решения:
S =C1einη+C2e−inη, (37)
которые, кстати, можно получить и из точного решения (34) в этом пределе.
1.6. Второе приближение
Вычисляя тензор Эйнштейна второг приближения, получим его нетривиальные
компоненты:
G(2)11 =G(2)22 = e2inz
(5
4
S2n2+SS′′+ 1
4
S′2+2a
′
a
SS′
)
, (38)
G(2)33 = e2inz
(1
4
S2n2+SS′′+ 3
4
S′2+2a
′
a
SS′
)
, (39)
G(2)44 =−e2inz
(7
4
S2n2+ 1
4
S′2+2a
′
a
SS′
)
. (40)
Ковариантно обобщая результат в E3, запишем:
G(2)
αβ
= e2inr(Uδαβ−V nαnβn2 ), (41)
где
U = 5
4
S2n2+SS′′+ 1
4
S′2+2a
′
a
SS′; (42)
V = S2n2− 1
2
S′2. (43)
Усредняя (41) по направлениям распространения возмущений с учетом очевидного
равенства
nαnβ ≡
1
3
δαβn
2, (44)
получим для усредненных компонент G(2)ik следующее выражение:
G(2)ik = 8π(E +P )uiuk −8πP gik , (45)
где ui - времениподобный вектор скорости наблюдателя, а E иP - плотность энер-
гии и давление поперечных гравитационных возмущений:
E = 1
8πa2
(7
4
S2n2+ 1
4
S′2−2a
′
a
SS′
)
(46)
P =− 1
8πa2
(11
12
S2n2+ 5
12
S′2+2SS′a
′
a
+SS′′
)
(47)
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В частности, для ВКБ-решения (37) эти формулы приводят к эффективному уль-
трарелятивистскому уравнению состояния:
E ≈ 3
16πa2
S2n2; (48)
P ≈ 1
16πa2
S2n2 = 1
3
E . (49)
2. Макроскопические уравнения Эйнштейна второго порядка по гравита-
ционным возмущениям для изотропной пространственно плоской Вселен-
ной
2.1. Эволюционные уравнения
Объединяя полученные результаты в рамках уравнений (6) и (7), получим само-
согласованную систему обыкновенных дифференциальных уравнений второго по-
рядка, описывающих космологическую эволюцию пространственно плоской мак-
роскопической Вселенной с учетом поперечных гравитационных возмущений:
S′′+2a
′
a
S′+S
(
n2+2a
′2
a2
−4a
′′
a
+2λa2
)
= 0; (50)
3
a′2
a2
= 7
4
S2n2+ 1
4
S′2+2a
′
a
SS′+λa2. (51)
При этом уравнение (50) описывает космологическую эволюцию скалярной ампли-
туды S(η) гравитационных возмущений, а уравнение (51) описывает космологи-
ческую эволюцию масштабного фактора a(η). При этом эволюционное уравнение
для гравитационных возмущений является линейным однородным дифференци-
альным уравнением второго порядка относительно амплитуды этих возмущений.
Заметим, что если вместо монохроматичных возмущений (11) имеется спектр
возмущений:
hαβ =
1
(2π)3/2
∫
eαβ(n)
[
Sn(η)e
−inr+S∗n(η)e−inr
]
d3n, (52)
то в в эволюционном уравнении для возмущений (50) необходимо сделать замену
S → Sn , а в эволюционном уравнении для масштабного фактора (51) необходимо
использовать выражения для средних:
n2S2→ n2S2 = 1p
2π
∫∞
0
SnS
∗
nn
2dn; (53)
S′2→ S′2 = 1p
2π
∫∞
0
S′nS
∗
n
′dn; (54)
S′S→ S′S = 1p
2π
∫∞
0
1
2
(S′nS
∗
n +SnS∗n ′)dn. (55)
2.2. Асимптотическое решение эволюционного уравнения для возмущений
Заметим, что с помощью масштабного преобразования амплитуды S
S = φ
a
(56)
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в уравнении (50) можно избавиться от первой производной:
φ′′+Q(n,η)φ= 0, (57)
где
Q(n,η)= n2+2a
′2
a2
−5a
′′
a
+2λa2. (58)
Рассмотрим асимптотику решений этого уравнения, полагая
n≫ 1; Q(n,η)> 0. (59)
Используя теорему [8] об асимптотическом решении уравнения (57), запишем его
асимптотические независимые решения:
φ(η)∼Q(n,η)−1/4 exp
{
±i
η∫
η0
√
Q(n,η′)dη′
}
≡Q(n,η)−1/4e±iΦ(n,η), (60)
а также асимптотические значения производных (с учетом уравнения (58)):
φ′(η)∼±iQ(n,η)1/4 exp
{
±i
η∫
η0
√
Q(n,η′)dη′
}
≡±iQ(n,η)1/4e±iΦ(n,η); (61)
φ′′(η)∼−Q(n,η)3/4 exp
{
±i
η∫
η0
√
Q(n,η′)dη′
}
≡−Q(n,η)3/4e±iΦ(n,η). (62)
В дальнейшем в эволюционном уравнении для макроскопического масштабного
фактора (51) нам понадобятся значения квадратов амплитуд S и их производных.
Для этого нам необходимо вычислить вещественную часть соответствующих вели-
чин и кроме того, учитывая случайный характер фазы колебаний, усреднить полу-
ченные величины по этой фазе. Поступая таким образом, найдем:
φ2→ 1
2
|φ0|2Q(n,η)−1/2;
φ′2→−1
2
|φ0|2Q(n,η)1/2;
φφ′→ 0. (63)
Учитывая теперь соотношение (56), получим окончательно асимптотические выра-
жения для средних квадратов амплитуд S:
S2→ 1
2
S20
a2(η)
√
Q(n,η)
;
SS′→−1
2
S20
a2(η)
√
Q(n,η)
a′
a
,
S′2→−S
2
0
2
√
Q(n,η)
a2
+ S
2
0
2
a′2
a4(η)
√
Q(n,η)
. (64)
154 ЛЕКЦИИ МЕЖДУНАРОДНОЙ ШКОЛЫ «KAZCAS-16»
где S0 - вещественная константа.
Подставляя эти выражения в уравнение эволюции маштабного фактора (51), по-
лучим окончательно макроскопическое уравнение эволюции в асимптотическом
приближении:
3
a′2
a4
−λ= S
2
0
a4
(7
8
n2√
Q(n,η)
−
1
8
√
Q(n,η)+ 7
8
a′2
a2
1√
Q(n,η)
)
. (65)
Таким образом, мы получили замкнутое обыкновенное существенно нелинейное
дифференциальное уравнение второго порядка4, асимптотически точно описы-
вающее макроскопическую космологическую эволюцию Вселенной, заполненной
слабыми поперечными гравитационными возмущениями. В принципе, это уравне-
ние можно исследовать методами качественной теории дифференциальных урав-
нений. К этому вопросу мы намерены вернуться в дальнейших публикациях. Пока
же рассмотрим ВКБ-приближение уравнения (65).
2.3. ВКБ-решение эволюционного уравнения для масштабного фактора
Рассмотрим теперь следующее ВКБ-приближение эволюционных уравнений:
n≫ a
′
a
; n2≫ a
′′
a
⇒ nη≫ 1. (66)
В этом приближении
Q(n,η)≈ n2, (67)
уравнение (65) примет предельно простой вид:
3
a′2
a4
−λ= 3S
2
0n
4a4
(68)
Решение этого уравнения можно записать в элементарных функциях, переходя к
физическому времени t , так что adη= dt . Проводя элементарное интегрирование,
получим:
a(t)=
(3S20n
4λ
)1/4√√√√
sinh
(
2
√
λ
3
t
)
. (69)
Решение такого вида было получено ранее Автором (см., например, [9]). Это реше-
ние описывает плавный переход с ультрарелятивистской стадии расширения Все-
ленной на инфляционную стадию при t > tc =
p
3/4λ.
Действительно, при→ 0 получим из (69):
a(t)≈ (S20n)1/4
p
t , (70)
а при t→∞ получим из (69):
a(t)≈
(3S20n
32λ
)1/4
e
p
λ/3t . (71)
4 напомним, что функцияQ(n,η) зависит от a,a′,a′′
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3. Обсуждение результатов
Суммируя результаты статьи, отметим из них наиболее существенные:
1. С помощью процедуры разложения метрики по малым поперечным возмуще-
ниям относительно фонового решения Фридмана из уравнений Эйнштейна с λ
- членом получены уравнения второго порядка по амплитуде возмущений.
2. Полученные уравнения усреднены по направлениям волнового вектора возму-
щений.
3. В результате получена замкнутая математическая модель, описывающая кос-
мологическую эволюциюВселенной, заполненной гравитационным излучени-
ем. Эта модель состоит из двух обыкновенных дифференциальных уравнений
второго порядка, которые мы для краткости называем эволюционными урав-
нениями.
4. Первое уравнение эволюции амплитуды монохроматической моды гравита-
ционных возмущений является линейным однородным дифференциальным
уравнением.
5. Второе эволюционное уравнение описывает эволюцию макроскопического
масштабного фактора Вселенной Фридмана. Это уравнение является суще-
ственно нелинейным и определяется решениями эволюционного уравнения
для амплитуды гравитационных возмущений.
6. Найдено асимптотическое решение эволюционного уравнения для амплитуды
гравитационных возмущений.
7. С помощью найденного решения вычислены макроскопические средние квад-
рата амплитуды возмущений и их производных.
8. В результате получено замкнутое существенно нелинейное обыкновенное
дифференциальное уравнение, описывающее космологическую эволюцию
макроскопического масштабного фактора. Параметрами этого уравнения яв-
ляются энергетический спектр гравитационных возмущений и космологиче-
ская постоянная.
9. Найдено WKB-решение этого эволюционного уравнение, аналитически опи-
сывающее переход от ультрарелятивистской стадии расширения Вселенной на
стадии инфляции.
Таким образом, как отмечалось в работе Автора [10], учет гравитационных возму-
щений в балансе энергии Вселенной на ее ранних стадиях действительно снимает
первичную инфляционную стадию расширения и ставит ее на второе место после
ультрарелятивистской стадии.
Заметим, что в недавней работе Chiu Man Ho and Stephen D.H. [11], посвящен-
ной квантовой неустойчивости Вселенной де-Ситтера благодаря рождению частиц,
получен аналогичный вывод.
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В дальнейшем мы намерены, во-первых, исследовать решение эволюционных
уравнений численными методами и, во-вторых, построить аналогичную матема-
тическую модель, учитывающую другие типы гравитационных возмущений и фи-
зических полей.
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